Zestaw 24 MATEMATYK'

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Przypusémy, ze x i y to dodatnie liczby catkowite spetniajgce x* + 2y? = 2468. Znajd? x,
jezeli wiadomo, ze istnieje doktadnie jedna taka para (x,y) oraz 1234 = 28% + 2 - 152,

Korzystajac z danej réwnosci 1234 = 282 + 2 - 152, otrzymujemy
2468 = 2(28% +2-15%) = (2-15)? + 2 - 282

Stad wynika, ze para (x,y) = (30,28) spetnia warunki zadania, a skoro wiemy, ze istnieje
doktadnie jedna para o tej wtasnosci, to x = 30.

2. Pudetko czekoladek ma ksztatt trojkgta rownobocznego o boku s cm. Pudetko jest szczelnie
wypetnione przez 2n czekoladek, z ktorych n jest w ksztafcie trojkqta rownobocznego

0 boku 1 cm, a n — tréjkqta rownobocznego o boku 2 cm. Jaka jest najmniejsza mozliwa
wartosc¢ s?

Niech a bedzie polem matej czekoladki, tzn. tej, ktérej bok ma dtugosé 1 cm. Wowczas pole
duzej czekoladki to 4a, tgczne pole wszystkich czekoladek to na + 4na = 5na, a pole dna
pudetka to s?a, gdyz aby otrzyma¢ ksztatt pudetka wystarczy powiekszy¢ mata

czekoladke s razy w kazdym kierunku. Stad wynika, ze 5n = s2, wiec liczba s jest
wielokrotnoscig liczby 5. Mozna udowodni¢, ze nie jest mozliwe zmieszczenie pieciu duzych
czekoladek w pudetku o boku 5cm, wiec s # 5. tatwo natomiast znalez¢ utozenie 20 matych
i 20 duzych czekoladek wewnatrz pudetka o boku 10 cm.

3. Na swoje 62-dniowe letnie wakacje w lipcu i sierpniu Wtodek przygotowat doktadny plan,
w ktore dni bedzie ktamat, a w ktdre mowit prawde. Nastepnie, Wtodek k-tego dnia wakacji
(dla kazdego k od 1 do 62) stwierdzat, ze zaplanowat ktamanie w co najmniej k dni. Jak wiele
sposrod tych stwierdzen bytfo ktamstwami?

Zauwazmy, ze jezeli Wtodek moéwit prawde jednego dnia, to musiat on rdwniez moéwic
prawde kazdego z dni poprzednich. Gdyby méwit prawde tylko w ciggu k < 31 dni,
otrzymaliby$my sprzecznos$¢ z tym, ze ktamat przez 62 — k > 31 dni. Podobnie, gdyby
Wiodek moéwit prawde przez wiecej niz 31 dni, oznaczatoby to ze za mato ktamat. Stad
whnioskujemy, ze Wtodek ktamat doktadnie w 31 dni.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Powiemy, ze dodatnia liczba catkowita n jest cudowna, jezeli suma cyfr tej liczby jest
podzielna przez 17 oraz suma cyfr liczby n+10 takze jest podzielna przez 17. Jaka jest
najmniejsza liczba cudowna?

Oznaczmy sume cyfr liczby r przez Q(r). Jezeli cyfra dziesigtek liczby n jest rézna od 9, to
Q(n+ 10) = Q(n) + 1. Wobec tego cyfra dziesiatek liczby n musi by¢ 9. Z kolei jezeli cyfra
setek jest rozna od 9, to Q(n + 10) = Q(n) — 8. Jesli cyfra setek jest réwna 9, a cyfra tysiecy
jestréznaod 9, to

Q(n+10) = Q(n) — 17, wiec istnieje mozliwos¢, ze obie liczby Q(n) i Q(n + 10) s
podzielne przez 17. By uzyskac najmniejszg mozliwg wartos$¢ n, przypusémy, ze cyfry
dziesiatek i setek liczby n sg réwne 9 oraz Q(n) = 2 - 17 = 34. Suma wszystkich cyfr oprdcz
cyfr dziesigtek i setek spetnia woéwczas nierownos¢ 34 —2 -9 =16 < 2 -9, co oznacza, ze
oprocz nich wystarczg dwie cyfry. tatwo teraz zauwazy¢, ze n = 7999 to szukana najmniejsza
liczba cudowna.

2. Podczas zakupdw, Stawek zwrécit uwage na zegarek, ktéry jest zapakowany

w przezroczyste prostokatne opakowanie. Zegarek jest tak utozony, ze srodek pudetka oraz
Srodek zegarka (tzn. punkt wspdlny jego wskazdéwek) sie pokrywajg. Krotszy bok opakowania
ma dfugosé 3cm. Stawek zauwazyt, ze w potudnie wskazdwka zegarowa wskazuje Srodek
krétszego boku pudetka, a o godzinie pierwszej — rog pudetka. Jak daleko od siebie znajdujg
sie punkty na brzegu opakowania, ktore sg wskazywane przez wskazowke godzinowg

o godzinach odpowiednio pierwszej i drugiej?

Oznaczmy przez P, punkt na brzegu pudetka, ktory jest wskazywany przez wskazowke
zegarowa o godzinie x. Niech ponadto C bedzie srodkiem pudetka. Z rownosci
2P, CP; = £P;CP, = 36OOE = 30° widzimy, ze P2 jest srodkiem trdjkata

rownobocznego CC'P;, gdzie C' oznacza odbicie punktu C wzgledem punktu P;. Szukana
odlegtos¢ P, P, jest rowna 2 / 3 wysokosci tréjkata réwnobocznego o boku 3cm, czyli P, P, =

g-%-\/?-3cm=\/§cm.
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3. Znajdz najwieksza liczbe pierwsza p mniejszg od 210 o tej wiasnosci, ze liczba 210 — p jest
ztozona.

Zamiast szukac¢ najwiekszej liczby pierwszej p, zajmiemy sie znalezieniem najmniejszej liczby
ztozonej n, dla ktérej liczba 210 — n jest pierwsza. Mamy 210=2-3-5-7, wiec gdyby



liczba n byta podzielna przez 2, 3, 5 lub 7, to w konsekwencji takze liczba 210 — n,

w szczegolnosci — liczba ta nie bytaby pierwsza. Najmniejszg liczbg ztozong, ktdra nie zostata
wykluczona jako warto$é n, jest 112, skad uzyskujemy p = 210 — 121 = 89. Liczba 89 jest
pierwsza, wiec rozwigzanie jest zakonczone.

Rozwigzania nalezy oddac do pigtku 13 marca do godziny 15.10 koordynatorowi konkursu
panu Jarostawowi Szczepaniakowi lub przestac na adres jareksz@interia.pl do pdtnocy w pigtek 13 marca.
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