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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Wykazad, ze z dowolnego zbioru 100 dodatnich liczb catkowitych mozna tak wybrac pewien
niepusty podzbior, by suma liczb z tego podzbioru byta podzielna przez 100.

Oznaczmy elementy naszego zbioru a4, a,, ..., a1go-
Rozwazmy sumy:

a,

a, + a,

a; + a; +as

a; + az +as+ -+ ao
Jezeli ktoras z tych sum jest rowna 100, to sprawa zatatwiona. Jezeli zadna nie jest rowna
100, to istniejg dwie sumy dajgce takg sama reszte z dzielenia przez 100 (sum jest 100, a reszt
réznych od 0 — 99). Wystarczy od wiekszej sumy odjgé mniejszg i mamy teze.

2. Wykaz, ze w dowolnej grupie 0sob zawsze sq takie dwie, ktore majq tyle samo znajomych.
(Jesli A zna B, to B zna A).

Niech w grupie bedzie n osdb. Kazdy deklaruje, ilu ma w tej grupie znajomych. Mozliwe
deklaracje to: 0, 1, ..., n-1. Zauwazmy jednak, ze jesli jest kto$, kto zna 0 oséb, to nie ma
takiego, kto zna n-1 oséb. Mozliwych deklaracji jest wiec ostatecznie n-1, a 0séb n, z zasady
szufladkowej wynika wiec, ze sg dwie, ktére maja tyle samo znajomych.

3. Na nieskoniczonej szachownicy stoi 1999 skoczkow szachowych. Udowodnij, Ze mozna
sposrod nich wybrac¢ 1000 w taki sposob, ze zadne dwa z nich sie nie atakujq.

Sposrod 1999 skoczkdw co najmniej 1000 stoi na polu jednego koloru, a takie skoczki sie
wzajemnie nie atakujg (skoczek stojgcy na biatym polu atakuje pola czarne).

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y prawdziwa jest nierownos¢
x*+ y*t > xy3

Wykorzystamy nierownos$¢ miedzy Srednig arytmetyczng, a Srednig geometrycznag
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2. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f (x) = x? + % x > 0.

est to przeaziar (- , 90). Aby to udowodnic, skorzystajmy z nierownosci mieazy sreanig
J dziat (2 /T8, o). Aby to udowodnic, sk i ieréwnoéci miedzy éredni

arytmetyczng a Srednig geometryczna:

x 2x  2x .5.5_3 4 2

Réwnos¢ zachodzi, gdy x? = %, czylidlax = -

3. Udowodhij, ze dla dodatnich liczb a, b zachodzi nierownos¢
a* + b* - a’® + b?
a+b3 " a+b

. ,. . a*+b* a?+b?
Zbadajmy znak rdznicy —
a3+b3 a+b

a* +b* a®+ b? B (a* +bY)(a+b) — (a? + b?)(a® + b3) B ab(a® + b3 — a?b — ab?)

a3+b3 a+b (a3 + b3)(a+b) (a3 + b3)(a+b)
_ab(a*(a—b) —b*(a—b)) ab(a—b)*(a+b)
B (a3 + b3)(a + b) ~ (a3+b3)(a+b) T

Co konczy dowdd nieréwnosci.



