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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Na kazdym polu szachownicy 8 X 8 siedzi chrzqszcz. 7 Chrzgszczy choruje na pewnq
chorobq zakazng. Zdrowy chrzqgszcz, ktérego pole sgsiaduje (bokiem) z co najmniej dwoma
polami zarazonych chrzqszczy, sam zostaje zarazony. Czy istnieje takie poczgtkowe
ustawienie siedmiu chorych chrzgszczy, ze po pewnym czasie choroba dopadnie wszystkich
mieszkaricow szachownicy?

Nie jest mozliwe, aby wszystkie chrzgszcze zostaty zarazone. Nazwijmy zbidr wszystkich pol z
chorymi chrzgszczami obszarem zarazonym. Zauwazmy, ze rozprzestrzenianie sie zarazy nie
zwieksza obwodu obszaru zarazonego. Popatrzmy na przyktady:
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przed zarazeniem po zarazeniu

Na poczatku epidemii zarazony obszar ma obwdd réwny maksymalnie 28. Obwadd caftej
szachownicy to 32. Nigdy wiec nie bedg zarazone wszystkie chrzaszcze.

2. Mamy 1 dukata (i 0 talaréw). W pierwszym kantorze mozemy wymienic¢ 1 dukata na 10
talarow, natomiast w drugim kantorze — 1 talara na 10 dukatow. Czy mozemy tak
wymieniac pienigdze, aby na kornicu miec tyle samo dukatdw, co talarow?

Nie mozemy. Rdznica miedzy iloscig dukatow a iloscig talaréw jest caty czas liczbg, ktéra daje
reszte 1 dzielenia przez 11, a wiec nie moze wynies¢ 0.

3. Rysujemy dziesieciokgt foremny i w kazdym wierzchotku ktadziemy zeton. Ruch polega na
wybraniu dowolnych dwdch zetonow i przetozeniu kazdego z nich do dowolnego wierzchotka
sgsiadujgcego z tym, w ktorym lezat. Czy mozna doprowadzic¢ do sytuacji, gdy wszystkie
Zetony lezq w jednym wierzchotku?

Pokolorujmy wierzchotki dziesieciokgta na przemian na czerwono i na niebiesko. Na poczatku
mamy tyle samo zetondw na wierzchotkach czerwonych co na wierzchotkach niebieskich.
Gdy wykonujemy ruchy rdéznica miedzy iloScig zetondw na polach niebieskich i na polach
czerwonych albo sie nie zmienia, albo zmienia sie o0 4. Jest wiec stale liczbg podzielng przez 4.
Gdyby wszystkie zetony byty na jednym polu, ta réznica wynositaby 10, a to nie jest liczba
podzielna przez 4.



KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c mamy

4 9 16 81
-4+ -+—>—
a b c a+b+c

Pomndzmy obie strony przez (a + b + ¢) i skorzystajmy z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza:
2

4 9 16 2 3 4
(a+b+c)<—+—+—) > <\/E-—+x/5-—+\/€-—) =81
a b c Va Vb NG
2. Udowodnij, ze dowolne nieujemne liczby x, y, z spetniajg nierdwnosc.
2 N 2 N 2 S 1 N 1 N 1
x+1 y+1 z+1 xy+1 yz+1 2zx+1
. .1 1 1 . : .1 1 1
Pokazemy, ze + > . Podobnie wykazemy, ze + > oraz
x+1 y+1 xy+1 y+1 z+1 yz+1
L+ = > -1 Pododaniu stronami dostaniemy zgdang nieréwnos¢.
zZ+1 x+1 zZx+1
1 N 1 S 1
x+1 y+1 xy+1
x+y+2 1

>
x+D@y+1)" xy+1
x2y+x+xy?+y+2xy+2>xy+x+y+1
x’y+xy*+xy+1>0

Ostatnia nierdwnos¢ jest prawdziwa, bo x, y sg nieujemne.
3. Liczby a, b, ¢ sg dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze
1+ab 1+bc 1+4ca
+ + =
1+a 1+b 1+c
1+ab+1+bc+1+ca_abc+ab+abc+bc+abc+ca
1+4a 14+b 1+4c 1+a 1+b 1+c
_ab(c+1) N bc(a+ 1) N ac(b+ 1) - i/ab(c + 1)bc(a + 1)ac(b + 1)

1+a 1+5b 1+¢ Q1+a)@A+b)(1+0)
=33/ (abc)? =3

Po drodze skorzystaliSmy z nierdwnosci miedzy Srednig arytmetyczng a srednig
geometryczna.



