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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Na ptaszczyznie dane sq punkty A, B, C, D. Punkt B jest srodkiem odcinka AC, oraz
|AB| = |BC| = |BD| = 17 i |AD| = 16. Oblicz dtugos¢ odcinka CD.

Poniewaz |AB| = |BC| = |BD| = 17, wiec punkt B jest srodkiem odcinka przechodzgcego
przez punkty A, C,D. Kat ADC jest wiec katem prostym jako kgt wpisany oparty na srednicy.
Mozemy wiec zastosowac twierdzenie Pitagorasa do trojkata ACD i policzy¢ ze odcinek CD
ma dtugosé 30.

2. Czworokqgt ABCD jest wpisany w okrqg w. Wykazac, Ze dwusieczne kqtow ACB i ADB
przecinajq sie w punkcie lezgcym na okregu w.

e
Dwusieczna kata ACB dzieli go na dwa katy o rownych miarach, a to oznacza, ze sg one
oparte na jednakowych tukach, co z kolei oznacza, ze ta dwusieczna przechodzi przez srodek

tuku AB (tego, ktory nie zawiera punktu C). Analogicznie uzasadnimy, ze dwusieczna kata ADB
przechodzi przez ten sam $rodek tuku AB.

3. Dany jest trojkgt ostrokgtny ABC, przy czym AACB = 60°. Punkty D i E sq rzutami
prostokgtnymi odpowiednio punktow A i B na proste BC i AC. Punkt M jest srodkiem boku
AB. Wykazaé, ze trojkqgt DEM jest rownoboczny.



Na czworokacie ABDE da sie opisac okrag, bo katy ADB i AEB s rowne (oba sg proste).
Punkt M jest srodkiem tego okregu, wiec odcinki EM i DM sg réwne jako promienie.
Udowodnilismy, ze nasz trojkat jest rownoramienny. Jesli udowodnimy, ze kat EMD ma 60°,
to zadanie zrobione.

Tréjkat ADC jest prostokatny, wiec kat EAD ma 30°, a jest to kat wpisany oparty na tym
samym tuku, co kat EMD.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Suma liczb dodatnich a, b, c jest rowna 1. Udowodhnic, ze
a’?+b*+c®>+2V3abc <1

Ujednorodnimy naszg nieréwnos¢:

a’?+b%+c?+2y3abc(a+b+c) < (a+b+c)?
a’? +b%+c? +2y3abc(a+ b +c) < a? + b%+ c? + 2ab + 2bc + 2ca

J3abc(a+ b +c) <ab+ bc + ca

3a?bc + 3ab?c + 3abc? < a?b? + b%c? + c?a® + 2a®bc + 2ab?c + 2abc?
a’b? + b%c? + c?a® — a’bc — ab?c — abc? = 0

2a’b? + 2b?%c? + 2c?a? — 2a’bc — 2ab?*c — 2abc? = 0

(ab — ac)? + (ab — ac)? + (ab —ac)* = 0

2. Znajdz takq najmniejszq liczbe naturalng n, aby liczby n + 1 oraz n — 50 byty kwadratami
liczb naturalnych.

Ta liczba to 99.

Przyjmijmy, zen+ 1 = a?in — 50 = b2.
a’ — b? =51
(a=b)(a+b) =51

Moze wiec byc¢:
{a—b=1 Ib{a—b=3

a+b=>51 a+b=17
a=26 a=10
{b=25 lub {b=7



W pierwszym przypadku n = 675, w drugim n = 99.
3. Wykaz, 2edlaa € R a®+a’+1>a°+a

Rozwazmy trzy przypadki

a) a < 0. Wéwczas lewa strona jest dodatnia, a prawa ujemna.
b) a = 0. Zachodzi.

c) a > 0. Wéwczas:
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