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KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Odcinek AB slizga sie po ramionach kgta prostego w ten sposob, ze punkt A nalezy do
jednego ramienia, a punkt B do drugiego. Jaki ksztatt bedzie miata droga, ktorg przebedzie
srodek odcinka AB. OdpowiedZ uzasadnij.
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Wykazemy, ze droga, ktérg przebedzie srodek odcinka AB ma ksztatt tuku okregu.

Rozwazmy tréjkat OBA. Odcinek OS jest w nim $rodkowa. Srodkowa w tréjkacie
prostokagtnym ma dtugos¢ réwng potowie przeciwprostokatnej (bo jest promieniem okregu
opisanego na trojkacie). Gdy poruszamy odcinkiem AB zgodnie z trescig zadania dtugos¢
przeciwprostokatnej AB jest stata, a wiec rowniez stata jest dtugos¢ odcinka 0S. To
oznacza, ze odlegtosé punktu S od punktu O jest stata, a wiec porusza sie on po okregu o
srodku w punkcie O.

2. Czworokqt wypukty podzielono na cztery czesci tgczgc srodki jego bokow jak na rysunku.
Wykaz, ze suma pdl czesci zacienionych jest rowna sumie pol czesci niezacienionych.

Tréjkaty ABE i BCE majg rowne podstawy i takg samg wysokos¢, dlatego ich pola sg rowne,
zostaty wiec oznaczone ta samg literg a. Podobnie uzasadnimy oznaczenia literowe dla
pozostatych pdl tréjkatow. Suma pdl czesci zacienionych jest rowna a + b + ¢ + d i suma
pdl czesci niezacienionych tez jestréwnaa + b + ¢ + d.



3. Wykaz, ze w tréjkqcie ABC dwusieczna kgta ACB i symetralna boku AB przecinajq sie na
okregu opisanym na tym trojkqcie.

Pokazemy, ze zaréwno dwusieczna kata ACB i symetralna boku AB przechodzg przez
srodek tuku AB, na rysunku powyzej oznaczony literg E. Symetralna przechodzi przez punkt
E bo jest osig symetrii odcinka kotowego ABE. Dwusieczna dzieli kgt ACB na dwa réwne
katy. Jak sg rowne, to rowne tez s3 tuki, na ktérych sg oparte. Dwusieczna przechodzi wiec
przez punkt, ktory dzieli tuk AB na dwie réwne czesci, a to jest punkt E.

KLASY TRZECIE

1. Tréjkqgt prostokgtny ABC slizga sie po ramionach kqta prostego w ten sposob, ze punkt A
nalezy do jednego ramienia, a punkt B do drugiego. Jaki ksztaft bedzie miata droga, ktorg
przebedzie wierzchotek kqta prostego C. OdpowiedZ uzasadnij.
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Na czworokgcie OBCA mozna opisac¢ okrag, bo katy AOB i ACB sg proste. Katy AOC i ABC
sg rowne, bo sg oparte na tym samym tuku. To oznacza, ze niezaleznie od potozenia odcinka
AB (o ile tylko, oczywiscie, zachowujemy warunki zadania) kgt AOC wynosi a. Punkt C
porusza sie wiec po prostej nachylonej do prostej AO pod katem a. Jego droga jest
fragmentem tej prostej — odcinkiem.

2. Czworokqt wypukty podzielono na dziewiec czesci dzielgc kazdy bok na trzy rowne czesci i
tgczqc punkty podziatu jak na rysunku. Wykaz, ze suma pol czesci czerwonych jest rowna
sumie pdl czesci niebieskich. Uwaga! Nie jest oczywiste, Zze wszystkie odcinki tgczgce punkty
na przeciwlegtych bokach zostaty podzielone na trzy rowne czesci.



Najpierw wykazemy, ze punkty P1, P2, P3, P4 dzielg odcinki GH, EF, B i KC na trzy rowne
czesci. Odcinki JG i HB sg rownolegte do przekatnej AL (z twierdzenia odwrotnego do
Talesa), a wiec sg rownolegte miedzy soba. To oznacza, ze tréjkaty GJP1 i BHP1 s3
podobne. /G stanowi % przekatnej AL, a HB § tej przekatnej (dlaczego?), czyli skala
podobienstwa wynosi 1:2, a to wystarcza do stwierdzenia, ze punkt P1 lezy w jednej
trzeciej odcinkéw GH i BJ. Dowdd dla pozostatych punktéw jest podobny.

Litery na rysunku powyzej oznaczajg pola poszczegdlnych czesci naszego czworokata. Aby
udowodnié, ze suma padl czesci czerwonych jest rowna sumie pol czesci niebieskich
skorzystamy z rozwigzania zadania 2 dla klas 1, 2 w tym zestawie. Wynika z niego, ze

ate=b+d
b+f=e+c
d+h=e+g
e+i=h+f

Po dodaniu stronami i redukcji dostajemy

ati=g+c

3. Rozwiqz uktad rownan:

(a?+2=2a+b
b>+2=2b+c
c’4+2=2c+d
d>+2=2d+e
e?+2=2e+a

Przeksztatémy nasz uktad réwnan:



((a—1)?2*=b-1

(b—1)?*=c—-1
{(c=1)?*=d-1
(d-=—1)?=e—-1

\(e—1)?2=a-1

czyli
a—-1=(—-1)2=Wd-D*=(c—-18=(B-11%=(a—1)3

Jezelia—1 = (a—1)3?tooznacza,zea—1=0Iluba —1 =1, czyli
a=1luba=2
Teraz juz fatwo policzy¢, ze uktad spetniajg dwie pigtki liczb:
a=b=c=d=e=1

a=b=c=d=e=2



