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Zestaw 31 MATEMATYKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. W pieciokgcie wypuktym ABCDE kqty przy wierzchotkach B i D sq proste. Wykaz, ze obwdd
trojkqta ACE jest nie mniejszy od 2 - BD.
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Wykorzystamy dwa twierdzenia: 1) w tréjkacie odcinek tgczacy Srodki ramion jest dwa razy
krétszy od podstawy, 2) w trojkacie prostokagtnym srodkowa poprowadzona z wierzchotka
kata prostego jest dwa razy krotsza od przeciwprostokatnej. Z uogdlnionej nieréwnosci
trojkata i z powyzszych twierdzen wynika ze:

2BD < 2DX + 2XY +2YB = CE + EA+ AC

2. Na przeciwlegtych wierzchotkach szesciennego pudta o krawedzi 1 siedzq pajgk i mucha.
Pajgk chce przejsc¢ najkrdtsza mozliwq droga po powierzchni pudta do wierzchotka, w ktorym

znajduje sie mucha. Jak dftugq droge musi pokonac? Ktoredy powinien is¢? Ille ma do wyboru
roznych najkrotszych drog?

Aby odpowiedzieé na te pytania wystarczy popatrze¢ na dwie sgsiadujgce $ciany szescianu:
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Do wyboru jest 6 drég. Kazda ma dtugos¢ V5.



3. Budowane pomieszczenie w ksztafcie prostopadtoscianu ma mie¢ wysokos¢ 3 m, podfoga
zas ma mie¢ wymiary 3m x 7,5 m. W pomieszczeniu nie bedzie okien, jedynie drzwi na jednej
kwadratowej scianie. Prqd do pomieszczenia ma byc¢ doprowadzony nad drzwiami, 25 cm pod
sufitem, w odlegtosci 1,5 m od obu sqgsiednich scian. Jedyne gniazdko ma natomiast by¢
umieszczone na przeciwlegtej scianie, tez w odlegtosci 1,5 m od obu sgsiednich scian, ale 25
cm nad podtogq. Jak, chcqc zuzyc jak najmniej kabla, poprowadzi¢ go od puszki z prgdem do
kontaktu?

Najkrotszg drogg miedzy dwoma punktami jest odcinek faczacy te punkty. Zeby zobaczy¢ ten
odcinek musimy go narysowac na siatce naszego pokoju. Popatrzmy na trzy rézne siatki
naszego pokoju
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Woystarczy teraz w kazdym przypadku policzy¢ odlegtos¢ PK, tam, gdzie trzeba, stosujac
twierdzenie Pitagorasa. W pierwszym przypadku jest to 10,5 m, w drugim okotfo 10,18, a w
trzecim 10 to jest najkrétsza droga.

KLASY TRZECIE | CZWARTE

1. Suma kwadratdow dowolnych trzech liczb sposréd a, b, c,d, e > 0 jest rowna sumie
szescianow dwdch pozostatych. Wyznaczyc te liczby.

Odejmujac stronami réwnosci a? + b2+ c? = d3 + e3oraza? + b? +d? = c3 + 3,
otrzymamy c¢?(c + 1) = d?(d + 1), z czego mozna wywnioskowaé, ze ¢ = d i
konsekwentnie wszystkie te liczby sg réwne. Mamy wiec 3a? = 2a3, ktére to réwnanie ma
dwa rozwigzania: O i >+ 2 Czego pierwsze nie nalezy do dziedziny. Ostatecznie
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2. Liczby rzeczywiste x,y i z spetniajg warunki: |x| < |y — z|, |y| < |z — x|,
|z| < |x — yl|, Dowiesé, ze jedna z nich jest rwna sumie pozostatych.

Podnoszgc obustronnie do kwadratu pierwszg nierownosc¢, otrzymamy
x+y—2)(x—y+2)<0
Trzeba wzig¢ pod uwage jeszcze dwie symetryczne jej wersje i zauwazy¢, ze iloczyn lewych

stron wszystkich trzech jest niedodatni, jednoczesnie bedgc kwadratem liczby rzeczywiste;j
czyli rowna sie 0. Stad juz tatwo wynika teza.

3. Wykaz, ze funkcja f(x) = (x —a)(x =b) + (x —=b)(x —¢c) + (x — c)(x —a) ma dla
dowolnej tréjki liczb rzeczywistych a, b, c, miejsce zerowe.



Wyrazenie jest symetryczne, wiec b.z.0. mozna przyja¢, ze a < b < c. Wéwczas f(a) jest
nieujemne, a f (b) jest niedodatnie. Z twierdzenia Darboux wynika wiec, ze w przedziale
[a, b] jest miejsce zerowe.



