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1. W tréjkgcie prostokgtnym suma dtugosci przyprostokgtnych wynosi V18, a
przeciwprostokgtna ma dfugosc 4. Oblicz pole tego trojkgta.

1
Pole to wynosi p

Oznaczmy przyprostokatne przez a i b, a przeciwprostokatng przez c.
Mamy wiec:
a+b=+18 i a*+b*=16 (boc =4)
Podnosimy pierwszg rownosc¢ do kwadratu:
a® + 2ab + b* = 18

Korzystamy z drugiej réwnosci wstawiajac 16 w miejsce a® + b? .

16 + 2ab = 18
2ab =
11
2% =73

a %ab to przeciez pole tréjkata prostokatnego.

2. Dany jest kwadrat ABCD o boku 1 oraz prosta | przechodzgca przez jego srodek. Niech
a, b, c,d oznaczajg odpowiednio odlegtosci punktow A, B, C, D od prostej l. Wykaz, ze
a’?+b*+c*t+d*=1.

W sytuacji, gdy prosta [ zawiera dwa wierzchotki kwadratu zgdana réwnos¢ oczywiscie
zachodzi. Zajmijmy sie przypadkiem, gdy prosta [ nie zawiera wierzchotkéw kwadratu.



Oznaczmy przez A’, B’, C’, D’ rzuty punktéw odpowiedni 4, B, C, D na prostg [. Wykazemy
najpierw, ze trojkaty AA’O i BB’0 sg przystajgce. Odcinki AO i BO sg réwne (obydwa s3
rowne pofowie przekatnej kwadratu), jesli oznaczymy przez a kat A’OA, to zaréwno kat
A’AQ0, jak i kat B’'OB beda miaty miare 90° — «, a kat OBB’ bedzie miat miare a. Zachodzi
wiec przystawanie z cechy kbk. Czerwone odcinki majg wiec dtugos$é a, a niebieskie — b. Z tw.

Pitagorasa dla tréjkata AA’O dostajemy a? + b? = % Podobnie z drugiej strony dostaniemy,

. 1 . L
zec?+d? = ~, €0 po zsumowaniu stronami daje teze.

3. Czy istnieje trojkqt prostokqtny, ktdrego jeden z bokow ma dfugosc¢ 2026, a dfugosci
pozostatych bokdéw wyrazajq sie liczbami catkowitymi?

Taki trojkat istnieje. Jego boki to 2026, 1026168, 1026170. Szukanie takich trojkatow ufatwia
twierdzenie méwiace, ze majac dwie liczby naturalne m in, m > n, mozemy dostac trojke
pitagorejska a, b, c tak: a = m? —n?, b = 2mn, c = m? + n?
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1. Suma liczb dodatnich a, b, c jest réwna 1. Udowodhnic, ze
a’?+b*+c®>+2V3abc <1

Ujednorodnimy naszg nieréwnos¢:

a’?+b%+c?+2y3abc(a+b+c) < (a+b+c)?
a®? +b?+c? +2y/3abc(a+b +c) < a? + b%+ c? + 2ab + 2bc + 2ca

J3abc(a+b+c) <ab+ bc+ ca

3a?bc + 3ab?c + 3abc? < a?b? + b?c? + c?a® + 2a’bc + 2ab?c + 2abc?
a’b? + b%c? + c?a® — a’bc — ab?c —abc? = 0

2a’b? + 2b?c? + 2c?a? — 2a*bc — 2ab?c — 2abc? = 0

(ab — ac)? + (ab — ac)? + (ab — ac)?* = 0

2. Znajdz takq najmniejszq liczbe naturalng n, aby liczby n + 1 oraz n — 50 byty kwadratami
liczb naturalnych.



Ta liczba to 99.

Przyjmijmy, zen+ 1 =a?in — 50 = b2
a’? —b%? =51
(a—b)(a+b)=51

Moze wiec byc:
{a—b=1 lub {a—b=3

a+b=>51 a+b=17
a=26 a =10
{b=25 lub {b=7

W pierwszym przypadku n = 675, w drugim n = 99.

3. Wykaz, zedlaa € R a®+a’+1>a’+a

Rozwazmy trzy przypadki
a) a < 0. Wéwczas lewa strona jest dodatnia, a prawa ujemna.
b) a = 0. Zachodzi.

c) a > 0. Woéwczas:

1 1
ag—a5+a2—a+1:a8—a5+1a2+2a2—a+1+§a2
2

~(a-2a) +(3a=1) 42a >0
=la 2a 2a 2a



