Zestaw 32 MATEMAT“YKI

KLASY PIERWSZE | DRUGIE

1. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych (x,y) spetniajgce rdwnanie:
4 = y* + 1223334444

Dane rownanie jest sprzeczne.

Przeksztatémy je stosujac wzér (a? — b?) = (a + b)(a — b):
x* — y4 = 1223334444
(x2 +y3)(x +y)(x —y) = 1223334444

Jezeli liczby x i y s roznej parzystosci, to po lewej stronie mamy liczbe nieparzystg, a po
prawej parzysta. Jezeli sg tej samej parzystosci to lewa strona jest iloczynem trzech liczb
parzystych, jest wiec podzielna przez 8, a prawa przez 8 sie nie dzieli.

2. Na okregu o promieniu 1 opisano trojkqt prostokgtny ABC o kgcie prostym przy
wierzchotku C. Na przeciwprostokqtnej AB tego tréjkgta wybrano takie punkty D i E, Ze
zachodzg rownosci AD = AC i BE = BC. Oblicz dtugos¢ odcinka DE.

Oznaczmy Przez X, Y, Z punkty stycznosci okregu wpisanego odpowiednio z bokami AC,
BC,AB. Czworokat CXOY jest kwadratem o boku 1 (promienie sg prostopadte do

stycznych, boki OY i OX s3 rowne jako promienie). Wiemy, ze AD = AC, dodatkowo z
twierdzenia o stycznej AZ = AX. Z tego wynika, ze DZ = CX = 1. Podobnie pokazemy, ze
ZE = 1. Dtugos¢ odcinka DE wynosi 2.

3. Dane sq liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. Wykonujemy operacje polegajgcq na dodaniu do dwdch
sposrod nich liczby 1. Na tak utworzonym ciqgu liczb powtarzamy wielokrotnie te operacje.
Czy w pewnym momencie mozemy uzyskac ciqg staty, tj. majgcy wszystkie wyrazy rowne?

Suma liczb od 1 do 6 réwna sie 21. Jest to liczba nieparzysta. Dodajac dwie jedynki znowu
dostaniemy liczbe nieparzystg. Tymczasem gdybysmy mieli cigg staty suma jego wyrazéw



bytaby parzysta (bo podzielna przez 6). Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze nigdy nie
otrzymamy ciggu statego.

KLASY TRZECIE

1. W kwadracie ABCD wybieramy na boku BC taki punkt E, a na boku CD taki punkt F, ze
|EF| = |BE| + |FD|. Udowodnij, ze kqt EAF ma 45°

Obrdéémy kwadrat wokoét punktu A tak, zeby punkt D przeszedt na punkt B.
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Czworokat AF’EF jest deltoidem, wiec odcinek AE jest dwusieczng kagta FEF’. Jest to kat
prosty, bo obracalismy o 90°, stagd wynika, ze kat FAE ma 45°.

2. Pole powierzchni wieloscianu opisanego na kuli o promieniu 1 wynosi 12. Oblicz objetosc
tego wieloscianu.

Wieloscian o n Scianach opisany na kuli mozna podzieli¢ na n ostrostupow, ktdrych
podstawami sg Sciany wieloscianu, a wysokosciami promienie kuli. Objetos¢ takiego
ostrostupa wyraza sie wzorem
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gdzie P to pole powierzchni wieloscianu, a r — promien kuli wpisanej.

W naszym zadaniu jest jednak haczyk: pole kuli o promieniu 1 wynosi 4, a to jest wiecej
niz 12. Wieloscian opisany w zadaniu nie istnieje.

3. Liczba rzeczywista x spetnia réwnanie x3 + 4x = 8. ZnajdZ wartos¢ wyrazenia
x” + 64x2.



Wyliczmy x3. x3 = 8 — 4x. Podstawiamy to do wyrazenia x” + 64x2.

x(8 — 4x)% + 64x% = 64x — 64x% + 16x3 + 64x% = 64x + 16x3 = 16(x3 + 4x) =
=16-8 =128



